MATHEMATIQUES
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Exercice 1 ( Theme : nombres complexes)

2 2./3i 2+§\/§|=1+i\/§_

1) &) A=4-16=-12=(23i) ; z, = = -1-iB etz -

Se ={1-iV3,1+iV3}.
b) 1—ix/3 = 2¢ 3etl+iv/3=2e 3.

2) voir figure.
3) Onsaitque N eI donc |z |=2.

De plus arg(ZN)E(G,Am)[Zn]E(W,Am)Jr(ﬁ,AW)[Zn]56+g[2n].

. T
|[e+—j
Il en résulte quezy =2e" ¥/,

. T .TC .TC .TC
1— I— 1— 1—
4) a) L’expression complexe derest z'=e3(z2—z5)+2z5 =€3(z2-2)+2=e3%2-2e 3% +2.

T

———~ =g +e 3.Enremplagant z par zdans I’expression

.TC
g +2 i is
b) zp =B "M _¢% L e3¢t 7, =
complexe de r, on obtient

i . ir ir i[9+Ej i2m ir
z'==e3|e”+e3 [-23+2=¢" ¥ 13 —2e3+2

ei[e+;’[j —1+ i—3—2(1+i£J+2 = ei(e+gj +%—i£ = ei[e+gj +e_ig =2, donc r(F) =K.

2 2 2 2
AF = AK
c) Puisque r(F) =Kdonc<,— ~—\ 1 , il en résulte que le triangle AFK est équilatéral.
(AF,"AK)=~[2n]
, acosx + bsinx =rcos(x — o) ;
5) a)AF2 =|e® 1e3 2| = (e‘e 1e3 —2}{@6 +e 3 —2} = COS(p:E
r=va?+b? et '
n n . . b
6+2cos 9—§ —4cos§—4cose:4—(3cose—J§S|n 9) SiNp=—
r

:4—2\/§cos(9+gj

) ) ) ) cos[6+zj:—1 . 51
b) AF“est maximale si et seulement si 6 dou 6=—.
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Exercice 2 ( Themes : similitude indirecte ; similitude indirecte ; antidéplacement)

1) Une mesure de I’angle de f est (A—B, AE) = g[Zn] et le rapport de f est 2—; = tan (Ej SNE)

AB 3
2) a) Lerapportde gest — =—.
) @) pp gest ==

3

b) L’axe Ade g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de CAB

A,

c) Onpose g(B)=B". Onsaitque gog =h(
3

ﬁz%ﬁ, on en déduit que D =B'. Ainsi g(B)=D.

AD .3

A=
3

Ej et gog(C)=B'donc h( 1J(C)=B'<:>A@=%E,or

si g est une similitude indirecte
de centre Q et de rapport k ; alors :
gog est I'nomothétie de centre Q et

de rapport k®

Puisque g(B)=Ddonc A~ g [ABDJ d’ou ABD = % il en résulte que [BD)est la bissectrice

intérieure de ABC.
3) a) fog estlacomposée d’une similitude directe de

rapport V3 et d’une similitude indirecte de rapport ?

donc f o getun antidéplacement

la composeée d'une similitude directe
de rapport k et d'une similitude

indirecte de rapport % est

soit une symétrie orthogonale,
soit une symétrie glissante.

or fog(A)=Acet fog(C)=C donc f o gest une symétrie orthogonale d’axe (AC).
b) Ona fog(B)=D"donc S, (B)=D" d’ou (AC) L(BD') et (AC) L (BA) donc B, A et D’ sont

alignés or AB = AD’ donc A est le milieu de [BD] et par suite Sp (B)=D".
4) {1}=(BD)nAdonc f(1)ef((BD))Nf(A), or f(A)=Sac)°q ™ (A)=Sac)(4)=(AJ).d"ou

f(1)e(CD)N(A)={3}.
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Exercice 3 ( Theme : arithmétique)

1) a) 47x(-9)+53x8=1 donc (—9,8) est solution de (E).
b) 47x +53y = 47x(-9)+53%x8 <> 47(x +9) =53(8—y) donc 47 divise 53(8 - y)et 47 A53=1donc 47
divise(8—y)d’ou y=8-47k,k € Z par suitex =53k -9,k e Z .
Ainsi S, ={(53k-9,8—-47k),k € Z}.
c) soit x un inverse de 47 modulo 53, alors 47x zl(mod 53) < il existe un entier y tel que

47x =1+53y < 47x —53y =1 < (x,—y) solution de (E) donc x =53k -9,k € Z
d) 0<x=53k—9<53c>i<k<g,kez donc k=1 d’ou x =44.
53 53
2) a) D’aprés Fermat 45> =1(mod53)

b) 45'%° = (4552 )2 x 45° = 457 (mod 53) =11(mod 53).

3) a) N est la somme de 106 termes d’une suite géométrique de raison 45
1—45'%

b) 44N =10(mod53)donc N = 470(mod53) = 46(mod53).

donc N =

< 44N =45'° —1=10(mod53)

Exercice 4 ( Théemes : variation d’une fonction , bijection , calcul intégral , notion d’aire)

l.
1) a) Lafonction f est dérivable sur [0, 7] et f'(x)=(cosx)e

sinx

X

:
fi(x) | + ﬁ) -

f /e\

b) Pour tout x e[0,n] , t—x e[0,7] et f(m—x)=e"""*) =g _£(x).
c) (T):y=Ff"(0)x+f(0)=x+1.

2

e =

2) a) Lafonction g est continue et strictement croissante sur }0,

1+ \/ﬂ donc
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—1+J§
2

La fonction g est continue et strictement décroissante sur }

e e e G R e

—1+\/§
<12

,1{ donc elle réalise une bijection de

,1{ tel que g(a) =0. Ainsi I’équation g(x) = 0admet une unique solutiona € ]0,1] .

b)

g(x) | + ? -

3) a) La fonction h est dérivable sur {Oﬂ et h'(x)=(cosx)e esinx _1= g(sinx).

- la restriction de la fonction sinus a

b) La fonction x — sinx est une bijection de {0, —} sur[0,1] ,

N

: T
T l'intervalle | 0,— | est une
or o €[0,1]donc il existe un unique B e [O,E} tel que sinp = a. 2

bijection de{o,ﬂ sur[0,1]

c) La fonction X i sin X est continue et strictement croissante sur chacun des intervalles[O, [3] et[O, a] donc

sin([0,B]) = [sin0,sinp] =[0.c(] et sin qs gD (1],

d)

N a

e) h([0.B])=[0,h(B)] et hqﬁ, gD :{h(g),h([&)} et h(gj >0donc h(x)>0 sur {Oﬂ par suite

f(x)=x+1sur {0, ﬂ donc (Cx) est en dessus de (T).
.

1) a) pourtout x>0, cost<1te[0.x]et t+> cost est continue sur [0.x] donc IOX costdt < x donc

sinxX < X.
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b) La fonction x i €* est strictement croissante sur IR et sinx < x pour tout X > 0donc

eSINX < X o f (x) < X pour tout x e {Og}

c)

1

2) a) onsait que f(x)<e”pour tout x e {Oﬂ doncﬁf (x)dx < [e* T —e-1

on sait que sinx <ldonc f(x)<e donc LEf (x)dx < e(g—lj.

b) Azzjgf(x)dx

m
2

2 2 d
X ix s.[Zf(x)dXSe—1+e(E—l] donc = +n<A<en—2
2 0 0 2 4
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