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Exercice 1 (5 points)
Le plan est orienté.

Dans la figure ci-contre ABCD est un rectangle direct de centre O

AOID et OCID sont deux losanges. Le point J est le milieu du
segment [CD]et le point L est le milieu du segment [BC].

1) Soit R la rotation de centre | et d’angle g o -
a) Déterminer R(O) et R(D).

b) Montrer que R(A) =B. °
2) Soit g = Sy © Sy 0 Sy A

a) Vérifier que g(A) =C et g(D) =B.
b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de g.

3) Soit h’homothétie de centre le point C et de rapport % etonposep=Roho g‘1.

a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de centre C.
b) Soit K le milieu du segment [IC]. Montrer que ¢(B) =K.
¢) Montrerque 9 =h o S(AC).

4) Déterminer 'image par ¢du rectangle ABCD.
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Exercice 2 (4 points)
Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct, on désigne par(E) l'ellipse d’équation : x* + 9 y?= 9.
Dans la figure 1 de I'annexe 1 jointe, (C,)est le cercle de centre O et de rayon 1, (C,)est le cercle de

centre Oet de rayon3, Nest le point de coordonnées (cosB ! sinB). P est le point de coordonnées

(30059 . 3sin8), ol 0 est un réel appartenant a ]0, g[

1) Soit M le point de coordonnées (3cos® , sinb).
a) Verifier que M est un point de l'ellipse (E).

b) Placer le point M.

c) Justifier qu'une équation de la tangente T & (E)en M est x cos + 3 y sin = 3.
2) La tangente Ta (E)en Mcoupe I'axe des abscisses et 'axe des ordonnées respectivement

en Het K.
a) Determiner les coordonnées des points H et K.

9 1

b) Montrer que HK? = + .
) g cos’0 sin’0

3) Soit f la fonction définie sur }O, %[ par f(0) = HK?.

cos’ 0 + 3sin’0
cos’®0 sin®0

a) Montrer que pour tout 8 e }O, g[ f(8) =2 (4sin’0 - 1)
b) En déduire que la distance HK est minimale si et seuilement si 6 =g.

c) On désigne par D le point de l'ellipse (E)correspondant ad = g

Construire le point D ainsi que la tangente en ce point a l'ellipse (E).

Exercice 3 (4 points)
Soit a un entier naturel non nul et premier avec 5.
1) En utilisant les restes possibles de la division euclidienne de a par 5, montrer que a* =1 (mod 5).
2) Soit p et g deux entiers naturels non nuls tels que p<q etq=p (mod4).
a) Montrer que a% =a° (mod 5).
b) Montrer que a% =a° (mod 2).
c) En déduire que a® =a” (mod 10).
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3) Soit dans Z x Z I'équation (E) : 25 x-21y=4.

a) Veérifier que (1,1) est une solution de (E).

b) Résoudre dansZ x Z 'équation (E).

¢) En déduire 'ensemble A des solutions de I'équation (E) dans N x N.

d) Soit(o,) un élément de A. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et premier avec 5,

n* et n”ont le méme chiffre d’unité.

Exercice 4 (7 points)

;

~In®x
—

Soit f la fonction définie sur [ e~/2 e | par f(x) =
On note Cssa courbe représentative dans un repére orthonormeé direct (O, i, j).

1) a) Montrer que lim (M] =e 2,
x —eY2

K—e 2

~ (Inx+2 B |
b) En écrivant f(xzr_ = ( ) gL J{E montrer que lim [ ) ):m
X —eV2 Xv2 —In?x X —eV2 o2y | x—e%2

interpréter graphiquement le résultat.

2

c) Montrer que f n’est pas dérivable a droite en € *°.

2) On donne, ci-dessous, le tableau donnant le signe de f (x) le signe de f'(x) et les variations de

la fonction f. X -~

L I I A

Justifier queles points C et D, de coordonnées respectives (a, f(a)) et (B, f(B)), sont deux

points d'inflexion de Cs.
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3) Dans la figure 2 de 'annexe 2 jointe, (O, i ]) est un repere orthonormé direct ;
A et B sont les points de coordonnées respectives (JE 0) et (—Jf 0];

C et D sont les points de coordonnées respectives (a, f(a)) et (B, f(B)):

I" est la courbe représentative de la fonction exponentielle.

2 V2

a) Construire les points de C; d'abscisses e “, el et e¥2.

b) Tracer la courbe ¢, dans le repére (O, i, j).

4) Soit g la fonction définie sur [—%ﬂ par g(x)= sinx.

Tl

nila

a) Montrer que la fonction g réalise une bijection de[—

,E] sur {-‘E Q}
4 2
On note h sa fonction réciproque.

Bz 3

b) Montrer que la fonction h est dérivable sur[__ —2‘3] et que h'(x) =

2 1-x2

c) Soit ula fonction définie sur [e"‘.e] par u(x) = h{ln_x]

V2

' 1
Montrer que pour tout x e‘*,e , U(X) = e,
deen [ ] ) XvV2-In?x

—

@
d)En déduire que _[ ex

n
e'1x—\/1-2;:i-62}£ 2.

5) Soit A I'aire de la partie du plan limitée parC;, I'axe des abscisses et les droites d'équations

x=e !l et x=e.

e 2
a) Montrer que A= 2 +I (—-—"lfw—] dx
e Lx 2-In3x
In2x 2
b) Vérifier que pour toutxe| e’ e |, = - f(x).
) quep [ ] Xv2-In2x  x+/2-In?x )

c¢) En déduire la valeur de A.
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Annexe 1 (a rendre avec la copie)
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Annexe 2 (a rendre avec la copie)
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