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Exercice 1 (5 points)

Le plan est oriente.

Dans la figure 1 de 'annexe jointe, ABC est un triangle direct, rectangle en A et tel que AB < AC.

La médiatrice du segment [BC] coupe les droites(AB), (AC) et (BC) respectivementen E, F et G.

1) Soit f la similitude directe de centre A et telle que f(B) =F.

a) Determiner I'angle de f.

b) Montrer que l'image de la droite (BC) par f est la droite {GF).
c) Déterminer f(C).
2) Le cercle & de diametre [EC] et le cercle % de diametre [EF] se coupent en A et H.

a) Montrerque f(4) = %.

b) Soit | = f(H). Construire le point |.
c) Montrer que le quadrilatere HEIF est un rectangle.

d) La droite (FI) coupe la droite (AE) en un point J. Montrer que f (F)=J.
3) Soit g la similitude indirecte de centre A et telle que g(B) =% o3

a) Montrer que g=3S,¢) 0 f.

b) Soit E' =f(E). Montrer que E est un point de la droite (AC).

c)Soit F = g(F) et H= g(H). Construire l'image par g du rectangle FHEI
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Exercice 2 (3 points)

On considere dans I'ensemble C I'équation (E) : 2° - (1+2i)m z — (1-i)m? =0, ol m est un nombre
complexe non nul, d'argument 6 € ]0,x].
1) a) Résoudre dans C I'équation (E).

On note z, et z, les solutions de l'équation (E).

b) Montrer que ( z,z, est un réel strictement positif ) si et seulement si [9=E ]

Dans la suite de I'exercice on prend 6 = %E

2) Veérifier que z,z, = \mf V2.

BT
3) Soit t un réel strictement positif et m = % e' 8 . On se propose de construire les points M, et M.,

images des solutions z, et z, de I'équation (E), correspondant au nombre complexe m.

Dans la figure 2 de I'annexe jointe ,(D. G,G) est un repere orthonormé direct ;

J2

B et C sont les points d’affixes respectives 5 et t;
E est le point d’intersection du demi-cercle 7~ de diamétre [BC] avec l'axe (O,G).

a) Montrer que OE? = OB.OC.
b) En déduire que |m| = OE.

4) a) Construire ie point A d'affixe m.
b) En déduire une construction des points M, et M,images des solutions z, et z, de I'équation (E).

(On convient que |z, <|z,)).

Exercice 3 (4 points)

1) Soit a un entier tel que a=1 (mud 2‘*) et a=1 (mod 54). Montrer que a=1 (mad 10“).
2) Soit b = (9217)4. Montrer que b=1(mod 5) et b =1 (mnd 24).

3) Pour tout entier naturel n, on pose b, = P,

a) Montrer que pour tout entier naturel n, b,,; = (b, +‘I)5 -1.

b) En déduire que pour tout entier naturel n, b, =b} +5b; +10b> + 10b% +5b,_.
4) a) Montrer que si 5™ divise b, alors 5™ divise bS.

b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, b, =0 (mnd 5"+1),

5) a) Montrer que (921?)5{]”

= 1 (mod 625).
b) Montrer que (9217) = 1 (mod 10000).

c) Trouver un entier dont le cube est congru a 9217 modulo 10000.
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Exercice 4 (8 points)

Jx
A) On considére la fonction f définie sur J0,+wf par f(x) = & —

.
On note (C¢) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (Oﬁ)

1) a) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement.

x—0t

f
b) Calculer lim f(x) et lim *(-ﬂ Interpréter graphiquement.

X =00 X—»+00 X

; («E —-1)&‘&:

2) a) Montrer que pour tout x € |0,+xf, f(x) =

b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Tracer la courbe (Cy).
3) Soit A un réel de ]0,1[.On designe par S, l'aire de la partie du plan limitée par (Cs), l'axe des

abscisses et les droites d'équations x=A et x=1.

Calculer S, en fonction de A et déterminer lim S,.
A=>0"

B) 1) Soit g, et g, les restrictions de f respectivement a chacun des intervalles ][},1] et [1+m[
Montrer que g, réalise une bijection de |0,1] sur un intervalle | que I'on déterminera et que g,

réalise une bijection de [1,+w| sur l'intervalle |,
2) Soit n un entier naturel non nul.

a) Montrer que I'équation f (x) =e+ admet dans ]D, +m[ exactement deux soiutions notées

L
n
a, et B, tellesque 0 < a, < 1 < B,.

On définit ainsi, pour tout entier naturel non nui n, deux suites réelles (o) et (B,)

-

b) Montrer que les suites (o, )et (B, )sont convergentes et déterminer leur limite.
" 1
Jx [f(x)~(e+;)} six >0

3) On considére la fonction h définie sur [0,+o[ par h(x) =
1 six=0.

w

On note (C, ) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0?])

a) Montrer que h est continue a droite en 0.

b) Déterminer le signe de h(x) pour tout x e [0, +o0].
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4) Soit H la primitive de h sur [0,+o0| quis’annule en 0.

x
a) Justifier que les fonctions u : x> I e‘ﬁdt et v:Xx— 2 +2(J§ ~1) e*’ﬂE sont continues sur [0, +c:::[
0

et dérivables sur [0, +<].
b) Montrer quepour tout x >0, u(x)=v(x).
c) Donner 'expression de H(x) pour tout x & [0,+0].
5) Soit A, I'aire de la partie du plan limitée par (Ch), 'axe des abscisses et les droites d'équations

x=0etx= B,  Montrer que lim A= 2—%&-

M—+a0
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Figure 1

Figure 2
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