Examen du baccalauréat - Session principale - juin 2014

Section Mathématiques

Epreuve de Mathématiques

Corrigé

Exercice 1

1) a) A(0,0,0), C(6,6,0) et H(0,6,6)

6 0 36
AC| 6 ,m 6 | donc AC A AH| —36 |.
0 6 36
1
b) Le vecteur n| —1 | est normal & (P)donc (P): x—y+z+d = Oet puisque A est un point de(P), il
1

en résulte que (P):x—y+z=0.

EG)||(AC
c {( JII(AC) donc les plans(P)et(Q) sont paralleles donc(Q): x—y+z+d =0,

(EB) I (CH)

or B(6,0,0) e(Q), il en résulte que d =—6. D’ou (Q):x—y+z-6=0.
2) a) M(x,y,z)eS < (x—1)" +(y+1)" +(z—-1)" =3. On en déduit que la sphére S a pour rayon
R =+/3 et pour centre 1(1,-12).

X=a
b) Soit (A) la perpendiculaire & (Q) et passant par A, (A):qy=-a, aeR.
Z=qa
X=a oa=2
= — = 2
J(x,y,2)eAnQ & y=-a =" , il en résulte que J(2,-2,2).
Z=0o y=-2

X-y+z-6=0 z2=2

AeS
JeS , on en déduit que [AJ] est un diamétre de S.

I=Ax]
c) d(1,Q)=1= J3=R et d(I,P)=1A= J3 =R donc la sphére S est tangente & chacun des deux
plans P et Q respectivement en A et J.
3) a) A'=t(A)< AA'=u donc A'(2,4,2).
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X—-2=2 X=4
On pose J'(X,Y,z). J':t(J)<:>TJ'=t]<:> y+2=4<1y=2 donc J(4,24).
z2-2=2 z=4
b) Soit I’ I’image de I par t.
X-1=2 X=3
Onpose I'(x,y,z). I'=t(l) = I'=u < y+1=4<{y=3donc I'(3,3,3).
z-1=2 z=3
Ainsi 'image de S par t est la sphere S’ de centre I'(3,3,3) et de rayon R = J3.

c) u.n =0 donc uest un vecteur de P et de Q, il en résulte que t(P) =P ett(Q)=Q.
La sphére S est tangente & chacun des deux plans P et Q respectivement en A et J donc S'=t(S) est

tangente & chacun des deux plans t(P) =P ett(Q)=Q respectivement en A’ et J’.

Exercice 2

1) a) Une mesure de I’angle de f est (KC, @) = (&, @)[271] = g[Zn]. Le rapport de f est i—g = %

(O—A,@) =2[2x]
1
b - donc O est le centre de f.
) 9E_ZBD_1
OA ;AC 3

2) a) On sait que [OA] est la hauteur issue de A dans le triangle ABD.
f(C)=Det f(D)=D'donc (DD') L(CD) et (CD)|| (AB) par suite (DD") L (AB), il en résulte
que (DD') est la droite qui porte la hauteur issue de D dans le triangle ABD.

T

D’autre part f(D)=D"donc (@,E) =3 [2r] d’ou D'e(OA). On en déduit que D’ est
I’orthocentre du triangle ABD.

On sait que f(D)=D"donc OD =30D" et puisque OA =30D donc OA =90D".

b) On sait quef(A) =B, f(B)=B', f(C)=D et f(D)=D", puisque ABCD est un losange donc
BB’DD’ est un losange.

3) a) g est la composée d’une similitude directe de rapport % et d’un antidéplacement (similitude

indirecte de rapport 1) donc g est une similitude indirecte de rapport% .

b) g(O) =T OS(Ac) (O) =T (O) =0.

g(A)—f OS(AC) (A):f(A)= B
g(B)=f OS(AC)(B)zf(D)= D’
3(C)=1 45, (€) =1(C) =D,
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(D) =1 +S,ue) (D)= (B) = B,
c) Puisque le rapport de g est %etg(o) =0 donc O est le centre de g et comme g(A)=Bdonc A

est la droite qui porte la bissectrice intérieur de AOB.
d) MeAn(AB) donc g(M)eg(A)ng((AB))donc g(M)e A (BD")={N}doug(M)=N.
De méme, on montre que g(Q) =P par suitt MQ = 3NP.

Exercice 3

1) a) Puisque a =1(mod10) donc a" =1(mod10),n e N".
Il en résulte que 1+a+........ +a° =10(mod10) = 0(mod10).
b) On sait que a =1(mod10) donc a —1=0(mod10)donc il existe k € Z tel quea —1 =10k et
1+a+.... +a° =0(mod10) donc il existe k' e Z tel que 1+a+........ +a’ =10k", il en résulte que
a'” ~1=10%kk" ou encore a*’ —1=0(mod10°) d’ou a* =1(mod10?).
2) a)

Restedeb (mod10) [0|{1|2(3[4|5/6|7|8]|9

Reste de b*(mod10) (0161656161

b) Soitr le reste de b (mod 10).
Si re{0,2,4,6,8}, alors 2 divise b et 10 doncb A10 #1.

Si r=5, alors 5 divise b et 10 doncb A10 = 1.
Si re{1,3,7,9} alors b n’est divisible ni par 2 ni par 5 donc b A10=1.

Ainsi bA10=1<re{1,3,7,9} et d’aprés a)r € {1,3,7,9} < b* =1(mod10), on en déduit que
b* =1(mod10) <> b A10 =1.
3) a) Sib est premier avec 10 alors d’aprés 2)b) b* =1(mod10) et d’aprés 1)<b4 )10 El(modloz)
d’ot b* =1(mod10°).
b) 67 A10 =1 donc 67* =1(mod10®) et 67° =89(mod10° ) donc67* =89(mod10?).

Exercice 4
lim 1+tanx =0
1) a donc lim f(x)=—e.
XILT InX =—o0 HH)
lim 1+tanX =+oo
(3) donc lim f(x)=+o.
lim Inx = +o0 {3 ]
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1+ tan® x

b) La fonction f est dérivable sur |-=, | et pour tout x e |-=, % J(x) = :
4'2 4’2 1+tanx

2
g e 2. 228
42 1+ tan x
X E .
4 2
f'(x) N

f +00
—00 /

2) a) f(0)=In1=0 donc O (C).
(4} In2 donc A e(C).

(g] J2 _In_2 donc 1 €(C).

f(E—xj In 1+tan(——xj In(l 1- tanxj In( 2 j:In2—|n(1+tanx):ln2—f(x).
4 4 1+tanx 1+tanXx

c) Pour tout x IO e FEMetf| Eox =In2—f(x) donc I est un centre de
420" 4 4’2 4
symétrie de (C).
3) T,:y=x
in2 A :

In2 |

L I

A I

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
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4) a) Lessurfaces S, et S, sont symétriques par rapport a | donc elles ont la méme aire.
- Y T
b) On désigne par B(g,ojet C(Z,O].
J.OZ In (1+ tan X)dX est I’aire de la partie du plan limitée par (C), I’axe des abscisses et les droites

x:Oetx:gdonc

T

.[04 In (1+ tan X) dx = AtriangIeOBI - Sl + AtrapézeBCAI + SZ =A +A = AtriangIeOAC = g In2.

triangleOBI trapézeBCAI

5) a) La fonction f est continue et strictement croissante sur }—E,g[ donc elle réalise une bijection de

b) La fonction f est strictement croissante sur }—% g{

_l+tan®x

La fonction f est dérivable sur —E,E et f'(x)
4 2 1+tanx

# 0 pour toutx e }—E,E[ donc
4 2

£ est dérivable sur R et (f*) (x) = 1 _ 1 _l+tany

fr(f (x)) f'(y) 1l+tan’y

VeC

f‘l(x):y,ye}%,g{et xeR < f(y)=x<In(l+tany)=x < tany =e* —1. on en déduit

X

que pour tout x e R ,(f) (x) = m_
2 Iﬁd = [(F) (ex=[F 2 ()] = (n2)-F2(0) = 7.
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