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Exercice 1 : (5 points)
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct. Dans la figure ci-dessous,

¢ est le cercle de centre O et de diamétre[BC|, M est le point de [BC] tel que CM =%BC

et £’ est le cercle de diamétre [CM].| et I' sont les milieux respectifs des segments|[BM]et [CM].

A et A’ sont deux points du cercle £ tels que AMA’B est un losange et (KC Ké) = %[ZTT].

La droite (AC)recoupe le cercle £’ en H.

1) a) Montrer que les droites (AB) et (HM) sont
paralléles.
b) En déduire que les points H, M et A’ sont alignés.

c) Montrer que HM=%AB et que HA? = AB? - HM?.

2) On désigne par S la similitude directe de centre H qui
envoie Aen M.
a) Préciser I'angle de S et montrer que son rapport

A

est egal a ‘/TE

b) Déterminer les images par S des droites (Al) et (MH). En déduire S(A').

3) Montrer que S(I) =I' et en déduire que (HI) est tangente en H au cercle §’.

4) On pose §'=5,,050S,,.
a) Vérifier que S’ est une similitude directe dont on précisera le centre et le rapport.

b) La droite (A'M) recoupe le cercle £ en N. Montrer que le triangle MCN est isocéle de

sommet principal C.
c) Déterminer S'(A). En déduire alors 'angle de S'.
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Exercice 2 : (4 points)

L’espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O,T,IE).

On considére les points A(2,0,1), B(-2,0,1), C(1,1,1) et D(-4,0,-1).

1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b) On désigne par P le plan (ABC). Montrer que P est d’équation z = 1.

2) Soit S 'ensemble des points M(x, y, z) de I'espace tels que x*+y* +z*-4z-1=0.
a) Montrer que S est une sphére dont on précisera le rayon et les coordonnées du centre ().
b) Soit le point I(0, 0, 1), montrer que S et P se coupent suivant le cercle ¢ de centre | et de

rayon 2.

3) SoitA€ R\ {2}, 2,(0,0,A)etRy=/(A— 1)2 + 4.

a) Montrer que la sphére S, de centre Q, et de rayon R, coupe P suivant le cercle %"
b) Déterminer A, pour que D € S, .

c) Déterminer les homothéties de I'espace transformant S en S, .
Exercice 3 : (5 points)

1) On considére dans Z? I'équation (E):29 x- 13y = 6.
a) Vérifier que (2,4) est une solution de (E).
b) Résoudre dans Z x Z I'équation (E).

Soit dans Z I’équation (E’) : x'° =- 2 [29].

2) Justifier que 2% =1 (29| et en déduire que — 8 est solution de (E').
3) Soit x,une solution de (E’).
a) Montrer que x,n’est pas un multiple de 29 et en déduire alors que x,”* =129).
b) Montrer que x,” =—8 [29] puis que x,=-8 [29].
c) En déduire 'ensemble des solutions dans Z de I'équation (E').
d) Résoudre dans Z I'équation (x - 3)'° = -2 [29].

(x-3)"* = -2 [29],

4) Résoudre dans Z le systéeme
(x-3)° = -2 [13].
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Exercice 4 : (6 points)

Le plan est muni d’un repére orthonormé (o, i, j).

On consideére la fonction f définie sur [0, +oc| par f(x)=+1—e™.
1) a) Montrer que f posséde une fonction réciproque g définie sur [0, 1.
b) Montrer que pour tout x €[0,1[; g(x) = —In(1—x?).
c) Montrer que I'équation g(x) = x admet une solution o sur[0,7 ; 0,8].
d) On donne en annexe la représentation graphique ¢ de la fonction f dans le repére(O,?, ;)
la premiére bissectrice A et le point A(a, o).
On désigne par ¢’ la courbe de g. Tracer ¢’ dans le méme repére.
x)
2) Soit  Ia fonction définie sur [0, 1[ par ¢(x)= [ f(t) dt

2

a) Montrer que ¢ est dérivable sur [0, 1] et que ©'(X) = X

1-x%
. . . 5 2x% _ b €
b) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout x appartenant a [0, 11, Tl a +T:+1_'
-X x 1-x
- 1+x
c) En déduire que @(x) = —2x+In (W)’ xe|o, 1.

d) On désigne par .« l'aire de la région du plan située entre les courbes # et #’ et les droites

d’équations respectives x =0 et x = a.
2

Montrer que .7’ = 2('\,9((1)-%).

3) Soit (u,) la suite définie sur N'par u, = }—(%
K=1 TN\

Soit n > 1.0n pose pour tout t € [0, 1[, S, (t)= 2> t*".
k=1
V3
a) Montrer que fo 8ty di=u..

b) Montrer que pour tout te [0, 1[, S,(t)=(1-t") g'(t), ou g’ est la dérivée de la fonction g
sur [0, 1[.

V3

¢) Montrer que pour tout Ostg?, (F%)g'(t) < S,(t) < g'h).
J3 V3

d) En déduire que (1—3—1") g(—-;) <M, £ g(?3)_

4) Montrer alors que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
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